
REALIMENTAÇÃO DA DERIVADA DOS ESTADOS EM SISTEMAS FUZZY TAKAGI SUGENO

Edvaldo Assunção∗, Flávio Andrade Faria∗, Marcelo C. M. Teixeira∗, Rodrigo Cardim∗

∗UNESP - Universidade Estadual Paulista
Departamento de Engenharia Elétrica,

Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,
Avenida Brasil, 56, 15385-000, Ilha Solteira, SP.

Emails: edvaldo@dee.feis.unesp.br, flaviof15@yahoo.com.br, marcelo@dee.feis.unesp.br,

rodrigocardim@terra.com.br

Abstract— In some practical problems, for instance in the control systems for the suppression of vibration in mechanical
systems, the state-derivative signals are easier to obtain than the state signals. Sufficient Linear Matrix Inequalities (LMI)
conditions for the design of state-derivative feedback for nonlinear systems are proposed. The nonlinear systems are represented
by fuzzy models proposed by Takagi and Sugeno. The proposed method provides control over the transient behavior of the
closed-loop system. The LMI, when feasible, can be efficiently solved using convex programming techniques. The efficiency of
design procedure is illustrated through numeric example.
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Resumo— Em alguns problemas práticos, por exemplo no controle de vibrações de sistemas mecânicos, é mais fácil obter o
sinal da derivada dos estados que o sinal dos estados. Usando desigualdades matriciais lineares (LMI) são propostas condições
suficientes para o projeto de realimentação da derivada dos estados em sistemas não-lineares. Os sistemas não-lineares são
representados por modelos Fuzzy Takagi Sugeno. A metodologia proposta é capaz de atuar no transitório do sistema em malha
fechada. LMI quando fact́ıveis são facilmente resolvidas usando técnicas de programação convexa. A eficiência do método
proposto é ilustrada através de um exemplo numérico.

Keywords— realimentação da derivada dos estados, controle de sistemas não-lineares, controle fuzzy, desigualdades matri-
ciais lineares (LMI), modelo Takagi-Sugeno (T-S)

1 Introdução

Existem problemas práticos em que a derivada dos esta-
dos é mais fácil de se obter do que os sinais dos estados.
Como exemplo pode-se citar sistemas nos quais os sen-
sores usados são acelerômetros. A partir da aceleração
é posśıvel obter a velocidade com boa precisão, porém é
mais complexo obter o deslocamento (Abdelaziz and Va-
lášek, 2004), logo os sinais usados para realimentar esses
sistemas são: a aceleração e a velocidade. Essas são as de-
rivadas da velocidade e da posição que podem representar
os estados do sistema. Devido ao seu baixo custo os ace-
lerômetros têm sido cada vez mais usados pela indústria.
As aplicações mais comuns são em controle de oscilações de
sistemas mecânicos (Abdelaziz and Valášek, 2004; Abde-
laziz and Valášek, 2005; Kwak et al., 2002a), na indústria
automobiĺıstica (Reithmeier and Leitmann, 2003), na en-
genharia aeronáutica (Kwak et al., 2002b) e na engenharia
civil (Duan et al., 2005).

Na literatura especializada é posśıvel encontrar vá-
rios artigos sobre o uso da realimentação da derivada
dos estados (realimentação derivativa) em sistemas line-
ares (Abdelaziz and Valášek, 2004; Abdelaziz and Va-
lášek, 2005; Kwak et al., 2002a; Teixeira et al., 2006). Po-
rém existem poucos resultados envolvendo sistemas não-
lineares.

Devido a sua complexidade sistemas não-lineares são
dif́ıceis de ser analisados. Uma maneira de facilitar a aná-
lise de estabilidade desses sistemas é representá-los atra-
vés de modelos Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (Takagi and
Sugeno, 1985; Sugeno and Kang, 1988). Esse tipo de mo-
delagem consiste em obter uma aproximação do sistema
não-linear através de uma combinação fuzzy de sistemas
lineares, normalmente invariantes no tempo. Já é conhe-
cido na literatura (Taniguchi et al., 2001) que um sistema

não-linear pode ser exatamente representado por mode-
los T-S escolhendo-se adequadamente o número de siste-
mas lineares (modelos locais) e os parâmetros da combi-
nação fuzzy (conhecidos como, funções de pertinência).
O estudo de sistemas não-lineares através de sistemas
fuzzy é uma área de pesquisa bastante explorada (Teixeira
and Żak, 1999; Kim and Lee, 2000; Tanaka et al., 1998).
Sendo que os trabalhos mais recentes têm feito esse estudo
usando desigualdades matriciais lineares (LMI) (Tanaka
et al., 1998; Teixeira et al., 2003; Teixeira et al., 2001).
A solução de problemas de otimização, com restrições
descritas por LMI e função objetivo linear pode ser ob-
tida empregando-se o método de planos de corte. Para
resolver este tipo de problema convexo de programação
semi-definida pode-se utilizar, por exemplo, o MATLAB
(Gahinet et al., 1995) ou o LMIsol (de Oliveira et al., 1997).
Esses algoritimos têm garantia de convergência ao ótimo
global em tempo finito. Nesse trabalho são propostas con-
dições suficientes para o projeto de realimentação da deri-
vada dos estados em sistemas T-S usando LMI. A técnica
proposta considera restrições de desempenho no projeto
do controlador, tais como taxa de decaimento porcenta-
gem de overshoot e tempo de subida. A técnica proposta
é avaliada através da solução de um exemplo numérico.

2 Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

Considere um sistema não-linear da forma:

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t),

y(t) = Cx(t).
(1)

sendo x(t) ∈ R
n, f(x), g(x) funções não-lineares, u(t) ∈

R
m, y(t) ∈ R

q e C ∈ R
q×n.

O sistema (1) pode ser representado por modelos T-S
dados abaixo (Takagi and Sugeno, 1985; Tanaka et al.,



1998).

ẋ(t) =

r
∑

i=1

αi(z(t))(Aix(t) + Biu(t)) (2)

= A(a)x(t) + B(a)u(t), (3)

y(t) =

r
∑

i=1

αi(z(t))Cix(t) = C(a)x(t), (4)

sendo z(t) ∈ R
r denominado de vetor premissa, x(t) ∈

R
n o vetor de estados, u(t) ∈ R

m a entrada de controle,
y(t) ∈ R

q a sáıda do sistema, as matrizes Ai ∈ R
n×n,

Bi ∈ R
n×m e Ci ∈ R

q×n são os parâmetros dos modelos
locais. As variáveis αi(z(t)) satisfazem a relação:

αi(z(t)) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r,
r

∑

i=1

αi(z(t)) = 1, a = [α1 α2 . . . αr]
′











(5)

NOTA: Apenas por facilidade de notação, durante o texto
o termo αi(z(t)) será representado por αi.

Supondo que as matrizes Ai do sistema (2) sejam in-
vert́ıveis (det(Ai) 6= 0, ∀i). O objetivo é encontrar uma
matriz constante K ∈ R

m×n, tal que, ao realimentar o
sistema (3) com a entrada de controle

u(t) = −Kẋ(t), (6)

o sistema em malha fechada, dado por (3) e (6), seja assin-
toticamente estável e a matriz (I + B(a)K) seja invert́ıvel.
Dáı o sistema em malha fechada pode ser representado da
seguinte forma:

ẋ(t) = A(a)x(t) − B(a)Kẋ(t)

⇔ (I + B(a)K)ẋ(t) = A(a)x(t)

⇔ ẋ(t) = (I + B(a)K)−1A(a)x(t). (7)

Na próxima seção são apresentados conceitos de esta-
bilidade necessários para a metodologia proposta.

3 D-estabilidade

Seja D uma região do semi-plano esquerdo complexo, uma
matriz A é D-estável, se todos os autovalores de A per-
tencem a D. Da teoria de controle clássico sabe-se que o
transitório de um sistema dinâmico pode ser modificado
alocando os seus autovalores em uma região espećıfica do
plano complexo. Em (Chilali and Gahinet, 1996) são apre-
sentadas condições necessárias e suficientes para que um
sistema de segunda ordem satisfaça ı́ndices de desempe-
nho como taxa de decaimento, porcentagem de overshoot
e tempo de subida. Os ı́ndices foram representados por
(γ, r, θ), a região do plano complexo que satisfaz os ı́ndices
é dada por:

S(γ, r, θ) =







x < −γ < 0, (a)
|x + yj| < r, (b)

tan(θ)x < −|y|, (c)

a restrição (a) representa um semi-plano à esquerda da
reta vertical que passa pelo ponto (−γ, 0), com γ > 0; (b)
representa um disco centrado na origem de raio r; (c) é
uma restrição que limita o argumento θ dos elementos do
conjunto.

Os autores Chilali and Gahinet (1996) apresentaram
um resultado que verifica a D-estabilidade de uma matriz
A na região S(γ, r, θ). O resultado é citado abaixo:

Lemma 1 Uma matriz A é S(γ, r, θ)-estável se e somente
se, existe uma matriz Q simétrica verificando o seguinte
conjunto de LMIs:

AQ + QA
′ + 2γQ < 0, (I)�

−rQ AQ

QA′
−rQ

�
< 0, (II)�

sen(θ)(AQ + QA′) cos(θ)(AQ− QA′)
cos(θ)(QA′

− AQ) sen(θ)(AQ + QA′)

�
< 0, (III)

Q > 0. (IV)

Proof: ver em (Chilali and Gahinet, 1996). 2

Para o desenvolvimento da metodologia proposta é ne-
cessária a seguinte propriedade de soma de matrizes: para
toda matriz M não simétrica (M 6= M′) tem-se que,

M < 0 ⇔ M + M′ < 0. (8)

4 Projeto do controlador

Estendendo o resultado do Lema 1, o próximo teorema
encontra condições suficientes para que os autovalores do
sistema (7) pertençam a região S(γ, r, θ).

Theorem 2 Supondo que as matrizes Ai de (2) são inver-
t́ıveis (det(Ai) 6= 0, ∀i), então o sistema (7) é S(γ, r, θ)-
estável se existe uma matriz simétrica Q e uma matriz Y

tais que (V), (VI), (VII) e (VIII) são fact́ıveis. Então uma
solução para o problema é dada por

K = YQ−1. (9)

Proof: Suponha que existem Q e Y satisfazendo (V),
(VI), (VII) e (VIII), a seguinte substituição de variáveis
é usada durante a demonstração

AN = (I + B(a)K)−1
A(a). (10)

A demonstração do teorema é realizada em três partes,
uma para cada LMI.

Parte 1 - usando a propriedade dos menores princi-
pais em (V) e (3) obtém-se

AiQ + QA′

i + BjYA′

i + AiY
′B

′

j < 0. (11)

De (5) segue que
∑r

i=1 αi = 1, logo

rX
i=1

αiAiQ + Q

rX
i=1

αiA
′

i

+

rX
i=1

αjBjY

rX
i=1

αiA
′

i +

rX
i=1

αiAiY
′

rX
i=1

αjB
′

j =

A(a)Q + QA(a)′ + B(a)KQA(a)′ + A(a)QK
′

B(a)
′

< 0,

dáı, substitua Y pela expressão Y = KQ e obtenha

A(a)(I + B(a)K)Q + Q [A(a)(I + B(a)K)]′ < 0, (12)

agora usando a propriedade (8) em (12) conclui-se que
A(a)(I + B(a)K)Q < 0 ⇒ (I + B(a)K) é invert́ıvel.

Agora aplique o complemento de Schur (Boyd et al.,
1994) na LMI (V) e obtenha

AiQ + QA
′

i + BjYA
′

i + AiY
′

B
′

j

+(Q + BjY)
�
2γQ

−1
�
(Q + BjY)′ < 0.



24 AiQ + QA
′

i + BjYA
′

i + AiY
′

B
′

j Q + BjY

Q + Y
′

B
′

j −
Q

2γ

35 < 0, (V)�
r

2

�
(Q + BjY)A′

i
+ Ai(Q + BjY)′

�
−AiQA′

k

−AiQA′

k
r

2

�
(Q + BjY)A′

i
+ Ai(Q + BjY)′

� � < 0, (VI)�
sen(θ)(AiQ + QA′

i + BjYA′

i + AiY
′B

′

j) cos(θ)[AiQ + AiY
′B

′

j − (QA′

i + BjYA′

i)]

cos(θ)[QA′

i + BjYA′

i − (AiQ + AiY
′B

′

j)] sen(θ)(AiQ + QA′

i + BjYA′

i + AiY
′B

′

j)

�
< 0, (VII)

Q > 0, (VIII)

sendo i, j, k = 1, . . . , r.

Repetindo as mesmas operações anteriores obtém-se

rX
i=1

αiAiQ + Q

rX
i=1

αiA
′

i

+
rX

i=1

αjBjY

rX
i=1

αiA
′

i +
rX

i=1

αiAiY
′

rX
i=1

αjB
′

j

+

 
Q +

rX
i=1

αjBjY

!�
2γQ

−1
� 

Q +
rX

i=1

αjBjY

!
′

=

A(a)Q + QA(a)′ + B(a)YA(a)′ + A(a)Y′

B(a)′

+(Q + B(a)Y)
�
2γQ

−1
�
(Q + B(a)Y)′ =

A(a)Q + QA(a)′ + B(a)KQA(a)′ + A(a)QK
′

B(a)′

+(I + B(a)K) [2γQ] (I + B(a)K)′ < 0. (13)

Então multiplique (13) à esquerda por (I + B(a)K)−1 e
à direita por [(I + B(a)K)′]−1

QA(a)′
�
(I + B(a)K)−1

�′
+ (I + B(a)K)−1

A(a)Q + 2γQ < 0,

(14)

e substitua (10) em (14), para obter

ANQ + QAN
′ + 2γQ < 0.

Portanto, quando a LMI (V) é fact́ıvel, o sistema (7)
satisfaz (I).

Parte 2 - Usando (5) em (VI) chega-se em (15), dáı
segue de (3) que

[

r

2

�
(Q + B(a)Y)A(a)′ + A(a)(Q + B(a)Y)′

�
. . .

−A(a)QA(a)′ . . .

. . . −A(a)QA(a)
′

. . . r
2

(

(Q + B(a)Y)A(a)
′

+ A(a)(Q + B(a)Y)′
)

]

=

[

r
2

(

(I + B(a)K)QA(a)
′

+ A(a)Q(I + B(a)K)′
)

. . .

−A(a)QA(a)
′

. . .

. . . −A(a)QA(a)
′

. . . r
2

(

(I + B(a)K)QA(a)
′

+ A(a)Q(I + B(a)K)′
)

]

< 0.

(16)

Novamente usando a propriedade dos menores principais e
(8) em (16) chega-se em

(I + B(a)K)QA(a)
′

+ A(a)Q(I + B(a)K)′ < 0

⇒ (I + B(a)K)QA(a)
′

< 0,

logo a matriz A(a)′ é invert́ıvel, dáı multiplicando

(16) à esquerda por
[

A(a)−1 0

0 A(a)−1

]

e à direita por

[

(A(a)′)−1 0

0 (A(a)′)−1

]

e substituindo (10), obtém-se

[

r

2 (A(a)−1(I+B(a)K)Q+Q(I+B(a)K)′(A(a)′)−1) ...

−Q ...

... −Q

... r

2 (A(a)−1(Q+B(a)Y)+(Q+B(a)Y)′(A(a)′)−1)

]

=
[

r

2 (AN
−1Q+Q(AN

′)−1) −Q

−Q r

2 (AN
−1Q+Q(AN

′)−1)

]

< 0. (17)

Da Álgebra sabe-se que se λi é autovalor de AN, en-
tão 1

λi

é autovalor de AN
−1, sendo λi = x + yj não

nulo. Usando essa propriedade e a relação de equivalência
(Q,AQ,QA′) ∼ (1, λi, λ̄i) (Chilali and Gahinet, 1996) em
(17) conclui-se que2664 r

2

0� 1

λi

+
1

λ̄i

1A −1

−1
r

2

0� 1

λi

+
1

λ̄i

1A3775 =2664 r

2

0� 2x

x2 + y2

1A −1

−1
r

2

0� 2x

x2 + y2

1A3775 < 0

⇔

264−

 
rx

x2 + y2

!
1

1 −

 
rx

x2 + y2

!375 > 0. (18)

Observe que a matriz (18) é real. Estudando a positivi-
dade da matriz através dos menores principais tem-se

1)
−rx

x2 + y2
> 0 ⇔ −rx > 0 ⇔ x < 0.

e

2)
r2x2

(x2 + y2)2
− 1 > 0 ⇔ r2x2 >

�
x2 + y2

�2
.

Analisando o item 2 pode-se concluir que

2.a) Se r ≥ |x|,

r
2
r
2
≥ r

2
x

2
>
�
x

2 + y
2
�2

⇔ r
2
r
2

>
�
x

2 + y
2
�2

⇔
�
r
2
�2

>
�
x

2 + y
2
�2

⇔ x
2 + y

2
< r

2
.

2.b) Se r < |x|,

x
2
x

2
> r

2
x

2
>
�
x

2 + y
2
�2

⇔ x
2
x

2
>
�
x

2 + y
2
�2

⇔
�
x

2
�2

>
�
x

2 + y
2
�2

⇔ x
2

> x
2 + y

2
. (Absurdo!)



266664 r

2

" 
Q +

rX
i=1

αiBjY

!
rX

i=1

αiA
′

i +
rX

i=1

αiAi

 
Q +

rX
i=1

αiBjY

!
′
#

. . .

−

 
rX

i=1

αiAi

!
Q

 
rX

k=1

αkA
′

k

!
. . .

. . . −

 
rX

i=1

αiAi

!
Q

 
rX

k=1

αkA
′

k

!
. . .

r

2

" 
Q +

rX
i=1

αiBjY

!
rX

i=1

αiA
′

i +

rX
i=1

αiAi

 
Q +

rX
i=1

αiBjY

!
′
# 377775 < 0. (15)

Logo pelos itens (2a) e (2b) a expressão (17) é fact́ıvel se
e somente se,

x2 + y2 < r2. (19)

A expressão (17) é equivalente a LMI (VI). Portanto
quando a LMI (VI) é fact́ıvel o sistema (7) satisfaz a
desigualdade (II).

Parte 3 - Para a demonstração da LMI (VII) usa-
se as propriedades do produto de Kronecker (Chilali and
Gahinet, 1996). Suponha que (VII) é fact́ıvel, dáı segue
que

[

sen(θ)(AiQ + QA′

i + BjYA′

i + AiY
′B

′

j) . . .

cos(θ)[QA′

i + BjYA′

i − (AiQ + AiY
′B

′

j)] . . .

. . . cos(θ)[AiQ + AiY
′B

′

j − (QA′

i + BjYA′

i)]

. . . sen(θ)(AiQ + QA′

i + BjYA′

i + AiY
′B

′

j)

]

=

[

sen(θ)(AiQ + AiY
′B

′

j) cos(θ)(AiQ + AiY
′B

′

j)

− cos(θ)(AiQ + AiY
′B

′

j) sen(θ)(AiQ + AiY
′B

′

j)

]

+

[

sen(θ)(QA′

i + BjYA′

i) − cos(θ)(QA′

i + BjYA′

i)
cos(θ)(QA′

i + BjYA′

i) sen(θ)(QA′

i + BjYA′

i)

]

=

{[

sen(θ) cos(θ)
− cos(θ) sen(θ)

]

⊗ (AiQ + AiY
′B

′

j)

}

+

{[

sen(θ) − cos(θ)
cos(θ) sen(θ)

]

⊗ (QA′

i + BjYA′

i)

}

=

W ⊗ (AiQ + AiY
′B

′

j) + W′ ⊗ (QA′

i + BjYA′

i) =

W ⊗ [Ai(Q + Y′B
′

j)] + W′ ⊗ [(Q + BjY)A′

i] < 0,

sendo W =
[

sen(θ) cos(θ)
− cos(θ) sen(θ)

]

.

Usando (5), (3) e substituindo Y = KQ, chega-se em

W ⊗ [A(a)(Q + QK
′

B(a)′)] + W
′

⊗ [(Q + B(a)KQ)A(a)′] =

W ⊗ [A(a)Q(I + B(a)K)′] + W
′

⊗ [(I + B(a)K)QA(a)′] < 0,

multiplicando à esquerda por
(

I⊗ (I + B(a)K)−1
)

, à di-

reita por
(

I⊗ [(I + B(a)K)′]−1
)

e substituindo (10) tem-se
que

W ⊗ (I + B(a)K)−1
A(a)Q + W

′

⊗ [(I + B(a)K)−1
A(a)Q]′ =

W ⊗ (ANQ) + W
′

⊗ (QAN

′) =

(W ⊗ANQ) + (W ⊗ ANQ)′ < 0. (20)

Das propriedades do produto de Kronecker pode-se
concluir que a expressão (20) é equivalente a LMI (III)
em AN, logo quando a LMI (VII) é fact́ıvel o sistema (7)
satisfaz a LMI (III).

Portanto quando as LMI (V), (VI), (VII) e (VIII) são
fact́ıveis, o sistema (7) satisfaz as LMI (I), (II), (III) e (IV).

Então pelo Lema 1 o sistema (7) é S(γ, r, θ)-estável e uma
das soluções para o controlador K é dado por (9), sendo
Q e Y soluções das LMI (V), (VI), (VII) e (VIII). 2

5 Exemplo

O exemplo é resolvido através de simulação em micro-
computadores. Para a simulação foi usado o pacote “LMI
control toolbox” presente no software MATLAB (Gahinet
et al., 1995). São exibidas as soluções obtidas com o Teo-
rema 2 e a resposta dinâmica do sistema para uma deter-
minada condição inicial.

5.1 Sistema de suspensão ativa

Considere o sistema de suspensão ativa dado em
(Reithmeier and Leitmann, 2003). Modificando as entra-
das de controle e considerando as molas do sistema não-
lineares, pode-se obter um sistema mais geral (Figura 1).

ms

kx1 b1

Mc

kx2 b2

x1(t)

x2(t)

pneu

Acelerômetro (⇒ ẍ1(t))

Acelerômetro (⇒ ẍ2(t))

u1(t)

u2(t)

Banco+motorista

Sistema de suspensão ativa

Carro

Sistema de suspensão do carro

Figura 1: Sistema de suspensão ativa de um carro.

O modelo consiste em um carro de massa Mc, um
banco e uma pessoa, cuja massa conjunta é ms.Vibrações
causadas por irregularidades na pista podem ser atenua-
das pelo sistema de suspensão (mola kx2

e amortecedor
b2). Mesmo assim o motorista ainda pode sentir um pouco
de vibrações. Uma maneira de melhorar o conforto do mo-
torista é instalar um sistema de suspensão ativa no seu
banco (composto por uma mola kx1

e um amortecedor b1)
e diminuir as vibrações entre o motorista (ms) e o carro
(Mc), modificando as entradas de controle u1(t) e u2(t).

Como em (Reithmeier and Leitmann, 2003), estão dis-
pońıveis para realimentação somente os sinais de acelera-
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
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, C =

[

1 0 0 0

0 1 0 0

]

.

(21)

ção ẍ1(t) e ẍ2(t) (que são obtidos pelos acelerômetros).
Os valores ẋ1(t) e ẋ2(t) são obtidos pela integração dos
respectivos sinais de aceleração.

O sistema dinâmico pode ser descrito pelas equa-
ções (21): O vetor de estados é definido por x(t) =
[x1(t) x2(t) ẋ1(t) ẋ2(t)]

′.
Os sinais medidos são as acelerações e velocidades

(derivada dos estados), assim pode-se usar a metodolo-
gia proposta para resolver o problema. Considere Mc =
1500kg (massa do carro), 90kg (massa do banco (20kg)
+ peso do motorista 70kg), b1 = 4 × 103Ns/m e b2 =
5 × 102Ns/m (coeficientes de amortecimento). Os coefi-
cientes de elasticidade das molas são não-lineares: kx1

=
k1x1(t)(1 + a2x1(t)

2) e kx2
= k2x2(t)(1 + a2x2(t)

2), sendo
k1 = 4 × 104N/m, k2 = 5 × 103N/m e a = 1. Usando o
método proposto em (Teixeira and Żak, 1999) para obter
os modelos locais, obtém-se as seguintes matrizes:

Em torno do ponto de operação: xpo1
= [ 0 0 0 0 ]′,

A1 =

[

0 0 1 0
0 0 0 1

−444.44 444.44 −44.444 44.444
26.667 −30 2.6667 −3

]

.

Em torno do ponto de operação: xpo2
= [ 0.2 0 0 0 ]′,

A2 =

[

0 0 1 0
0 0 0 1

−462.22 497.78 −44.444 44.444
27.733 −33.2 2.6667 −3

]

.

Em torno do ponto de operação: xpo3
= [ 0 0.08 0 0 ]′,

A3 =

[

0 0 1 0
0 0 0 1

−452.98 447.29 −44.444 44.444
27.179 −30.192 2.6667 −3

]

.

Em torno do ponto de operação: xpo4
= [ 0.2 0.08 0 0 ]′,

A4 =

[

0 0 1 0
0 0 0 1

−457.02 466.29 −44.444 44.444
27.436 −31.369 2.6667 −3

]

.

Especificando os seguintes valores γ = 2, r = 30, θ =
60o e usando o MATLAB para resolver as LMI (V), (VI),
(VII) e (VIII) do Teorema 2 obtém-se as seguintes soluções:

Q =

[ 0.04569 0.013371 −0.37612 −0.049048
0.013371 0.019243 −0.11489 −0.17998
−0.37612 −0.11489 4.1227 1.4765
−0.049048 −0.17998 1.4765 2.8627

]

,

Y =
[

33.475 9.5521 −370.16 −129.5
116.43 285.07 −2570.1 −4369.5

]

.

Usando a equação (9), chega-se no seguinte controlador:

K =
[

4452.4 −4642.3 343.98 −438.23
1239.2 −208.9 33.817 −1535.7

]

. (22)

Os autovalores de todas as combinações obtidas com os
modelos locais (Ai = A1, A2, A3, A4 e g(x(t))) do sistema
(21) são exibidos na Tabela 1.

Tabela 1: Autovalores dos modelos locais controlados.

A1 - g(x(t))
Autovalores Módulo Argumento

−14.808 14.808 180
−4.7067 4.7067 180
−7.0024 7.0024 180
−10.574 10.574 180

A2 - g(x(t))
Autovalores Módulo Argumento

−3.7862 3.7862 180
−11.443 + 2.2607j 11.664 168.82
−11.443− 2.2607j 11.664 −168.82

−10.42 10.42 180
A3 - g(x(t))

Autovalores Módulo Argumento

−15.015 15.015 180
−5.0815 5.0815 180
−6.8159 6.8159 180
−10.179 10.179 180

A4 - g(x(t))
Autovalores Módulo Argumento

−4.4234 4.4234 180
−13.964 13.964 180
−8.6933 8.6933 180
−10.01 10.01 180

Conforme estabelecido, a parte real dos autovalores é
menor que γ = 2, todos os autovalores têm módulo menor
que r = 30 e observe que se θ = 60o, então o argumento dos
autovalores tem que pertencer ao intervalo (120o − 240o).
Dáı pela Tabela 1 verifica-se que os autovalores dos mode-
los locais pertencem a região S(2, 30, 60o). Para a condição
inicial x(0) = [ 0.2 0.08 0 0 ]′, a reposta dinâmica do
sistema não-linear (21) controlado é exibida na Figura 2.
Note que pode-se modificar o amortecimento de oscilações
do sistema controlado, alterando os parâmetros (γ, r, θ).
A técnica para obtenção de modelos locais presente em
(Teixeira and Żak, 1999) obtém uma representação aproxi-
mada do sistema não-linear em torno do ponto de operação
adotado. Com isso pode-se melhorar os resultados obtidos
pelo Teorema 2 apenas modificando ou aumentando o nú-
mero de pontos de operação.

6 Conclusões

Neste artigo foi proposta uma nova metodologia para alo-
car pólos de sistemas não-lineares usando realimentação
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Figura 2: Simulação do sistema controlado.

da derivada dos estados, o resultado é eficaz em sistemas
que usam acelerômetros como sensores. Os sistemas não-
lineares foram modelados através do modelo Fuzzy Takagi-
Sugeno. A metodologia proposta é muito conservativa,
pois usa um controlador K fixo para resolver o proble-
ma, porém ao contrário do projeto de reguladores fuzzy
(Tanaka et al., 1998), a metodologia dispensa o uso de
funções de pertinência para obtenção do controlador, faci-
litando a implementação em sistemas mecânicos. O uso de
LMI para resolver o problema de D-estabilidade, permite
que a técnica proposta seja facilmente resolvida em micro-
computadores. Para definir uma nova região para os pólos
do sistema em malha fechada basta alterar os parâmetros
(γ, r, θ).
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